
Úvod

V tomto textu rozeṕı̌su cvičeńı 25.10. podrobněji. Text berte sṕı̌s jako pro zaj́ımavost, nebo k
doplněńı přednášky. Pokud nakonec všechno, co tu je napsáno pochoṕıte, máte jistotu, že dobře
rozumı́te pojmu limita.

Pomoćı věty o aritmetice limit můžeme poč́ıtat limity typu

lim
x→x0

P (x)

Q(x)
,

kde P a Q jsou polynomy. Abychom ale mohli poč́ıtat nějaké zaj́ımavěǰśı limity, budeme potřebovat
vědět, že funkce exp, ln, sin, cos atd. jsou spojité a nav́ıc, že plat́ı

lim
x→0

ex − 1

x
= 1. (1)

a

lim
x→0

sinx

x
= 1 (2)

Ve skutečnosti, tyto informace, jejich jednoduché d̊usledky a dostatečná početńı praxe vám postač́ı
k výpočtu všech limit (z funkćı), se kterými se během studia potkáte. Nicméně pro určité limity
jako např.

lim
x→0

ex + sinx+ cosx− 2x− 2

x4
=

1

12

bude výhodněǰśı použ́ıt silněǰśı nástroje (jako L’Hospitalovo pravidlo nebo Taylorovy řady), které
se nauč́ıte později. Někdo by mohl namı́tnout, že limity (1) a (2) jsou d̊usledky právě L’Hospitalova
pravidla (které neńı až tak těžké si odvodit). To by byla pravda, pokud byste uměli dokázat, co je
derivace sinu a exponenciely. To ovšem vede zpátky na limity (1) a (2), nebot’ (1) nebo (2) přesně
znamená, že derivace exponenciely nebo sinu v bodě 0 je 1.

Co je to e?

Č́ıslo e se objevuje v mnoha matematických vzorćıch, takže se nab́ıźı mnoho možnost́ı jak ho defino-
vat. Použijeme vzorec, ke kterému stač́ı pouze znalost limity posloupnosti a ze kterého je poměrně
snadné odvodit všechny vlastnosti, které e má mı́t (ve skutečnosti, jediná d̊uležitá vlastnost je
právě (1)).

Připomeňme, že Bernoulliho nerovnost plat́ı ve tvaru

(1 + x)n ≥ 1 + nx, x ∈ [−2,∞), n ∈ N

(viz druhé cvičeńı, indukce).
Necht’

an =

(
1 +

1

n

)n
and bn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

Posloupnost an je rostoućı, nebot’ pomoćı Bernoulliho nerovnosti dostaneme

an+1

an
=

(
1 +

1

n+ 1

)( n+2
n+1
n+1
n

)n
=
n+ 2

n+ 1

(
n2 + 2n

n2 + 2n+ 1

)n
=
n+ 2

n+ 1

(
1− 1

(n+ 1)2

)n
≥ n+ 2

n+ 1

(
1− n

(n+ 1)2

)
=

(n+ 2)(n2 + n+ 1)

(n+ 1)3
=
n3 + 3n2 + 3n+ 2

n3 + 3n2 + 3n+ 1
> 1

pro všechny n ∈ N. Podobně můžeme ukázat, že bn je klesaj́ıćı (bylo na cvičeńı). Zároveň je
evidentńı, že

an < bn ∀n ∈ N,

takže také plat́ı např.
a1 ≤ an < bn ≤ b1, ∀n ∈ N.

To znamená, že posloupnosti an a bn jsou omezené. Z toho už plyne, že limity posloupnost́ı an a
bn existuj́ı (a jsou konečné) a plat́ı

lim
n→∞

an = sup
n∈N

an ∈ R, lim
n→∞

bn = inf
n∈N

bn ∈ R.
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Ověř́ım to např. pro bn (an bylo na cvičeńı). Chci ověřit existenci limity, tj. necht’ ε > 0. Z
definice infima plyne, že existuje index n0 ∈ N (resp. existuje prvek bn0

) tak, že

bn0
< inf
n∈N

bn + ε.

Odtud, protože bn je klesaj́ıćı, dostávám

bk < inf
n∈N

bn + ε ∀k ≥ n0.

To je ekvivalentńı s
|bk − inf

n∈N
bn| < ε ∀k ≥ n0,

nebot’ infimum je dolńı mez a výraz v absolutńı hodnotě je kladný. To je ale přesně definice limity
limk→∞ bk = infn∈N bn. Poznámka: analogické tvrzeńı plat́ı i pro limity funkćı: je-li f rostoućı
(nebo aspoň neklesaj́ıćı) na nějakém levém okoĺı (x0 − δ, x0) bodu x0, pak

lim
x→x0

f(x) = sup{f(x); x ∈ (x0 − δ, x0)}.

Je-li nav́ıc f omezená v tomto (nebo menš́ım) okoĺı, pak ta limita i supremum jsou konečné.
Podobně zprava a také pro klesaj́ıćı (nerostoućı) funkce.

Ověřil jsem tedy, že č́ısla

e1 := lim
n→∞

an a e2 := lim
n→∞

bn.

jsou těmi limitami dobře definovaná. Nav́ıc, podle aritmetiky limit plat́ı

e2 = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
lim
n→∞

an = e1,

takže konečně definuji

e := e1 = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

Jako d̊usledek předchoźıho dostávám nerovnost

an < e < bm ∀m,n ∈ N, (3)

kterou využiju ńıže.

Jak umocňovat na iracionálńı exponent?

Než přejdeme k d̊ukazu (1), muśıme si ujasnit, co v̊ubec znamená výraz ex, x ∈ R. Uvědomte si,
že jediná mocnina, kterou pomoćı středoškolských znalost́ı umı́te spoč́ıtat je

w
p
q = q
√
wp, w ∈ R, p ∈ Z, q ∈ N

a to ještě stěž́ı, protože pro q > 1 to zahrnuje použit́ı jisté inverzńı funkce (odmocnina). Co ale

dělat, když exponent neńı racionálńı č́ıslo? Jak např. spočtu e
√
2, nebo jen 2

√
2?

Zaměřme se nyńı na funkci

f(x) = ex := q
√
ep, x = p

q ∈ Q,

definice všech ostatńıch mocnin nakonec přirozeně vyplyne z definice f . Funkci f tedy umı́me
definovat (poč́ıtat) ve všech racionálńıch bodech a chceme ji dodefinovat i v bodech iracionálńıch. To
se dá ve skutečnosti udělat mnoha zp̊usoby1 (mějte na paměti jak vypadá Dirichletova, Riemannova
funkce apod.), ale my budeme nav́ıc požadovat, aby výsledná funkce byla spojitá. To z toho d̊uvodu,
aby byla šance, že plat́ı např. známý vztah (ex)′ = ex, x ∈ R, (nutnou podmı́nkou existence derivace
je spojitost). Necht’ tedy x ∈ R je nějaký iracionálńı bod. Z vlastnost́ı reálných č́ısel v́ıme, že pro

1Pokud předpokládáme, že plat́ı axiom výběru. Na přednáškách na matfyzu se tento axiom předpokládá vždycky
a jinde většinou taky.
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každé ε > 0 existuje q ∈ Q tak, že |x − q| < ε. Voĺıme-li ε := 1
n , n ∈ N, dostaneme posloupnost

{qn}∞n=1 ⊂ Q, splňuj́ıćı
lim
n→∞

qn = x.

Nav́ıc posloupnost qn můžeme jistě zvolit tak, aby byla rostoućı (můžete si např. představit že
přidáváme jednotlivé cifry z desetinného rozvoje x, nebo že mı́sto {qn}n vezmu {infk≥n qk}n,
která je vždy neklesaj́ıćı). Protože i funkce f je rostoućı v Q (rozmyslete si - převed’te mocniny
na společného jmenovatele), posloupnost {f(qn)} je také rostoućı. Nav́ıc je shora omezená např.
č́ıslem f([x]+1), kde [ ] znač́ı celou hodnotu. Tud́ıž, podle tvrzeńı dokázaného výše existuje konečná
limita limn→∞ f(qn) a funkci f můžeme dodefinovat jako

f(x) = lim
n→∞

f(qn), x ∈ R \Q. (4)

Muśıme ještě ověřit, že tato definice nezáviśı na tom, jakou rostoućı posloupnost {qn} použijeme v
(4). Necht’ {pn} a {qn} jsou dvě takové posloupnosti konverguj́ıćı k x ∈ R \Q. Vı́me už, že existuj́ı
limity K := limn→∞ pn, L := limn→∞ qn a potřebujeme ukázat, že jsou stejné. Bud’ ε > 0. Z
definice limity obdrž́ıme n0 ∈ N tak, že plat́ı f(pn0

) > K − ε. Protože pn0
< x a limn→∞ qn = x,

existuje m0 ∈ N tak, že pn0
< qm0

. Pak ale, d́ıky vlastnostem f na Q, plat́ı

K − ε < f(pn0
) < f(qm0

) < L.

Jelikož ε > 0 bylo libovolné, dostáváme K ≤ L. Protože obrácenou nerovnost můžeme dokázat
naprosto analogicky, plat́ı K = L.

Máme tedy definovaný výraz ex pro všechny x ∈ R. Definice uvedená výše (tj. ”zespojitěńı”)
je výhodná v tom, že můžeme s ex pracovat jak jsme zvykĺı i v iracionálńıch bodech. Pokud totiž
{xn} a {yn} jsou rostoućı poslupnosti racionálńıch č́ısel konverguj́ıćı k iracionálńım č́ısl̊um x a y,
pak {pn + qn} je rostoućı s limitou x+ y a

exey = lim
n→∞

epn lim
n→∞

eqn = lim
n→∞

(epneqn) = lim
n→∞

epn+qn = ex+y,

d́ıky aritmetice limit. V daľśıch sekćıch ověř́ıme, že takto definovaná exponenciela je spojitá a
splňuje (1).

Pomoćı ex můžeme zavést i ostatńı mocninné a exponenciálńı funkce. Nejdř́ıve ale ověř́ıme
kĺıčovou vlastnost exponenciely, totiž že ex : R→ (0,∞) je rostoućı (zat́ım to v́ıme pouze pro ra-
cionálńı argumenty): Bud’ y < x. Necht’ např. y je racionálńı a x iracionálńı. Protože qn konverguje
zleva k x, od určitého n0 bude platit y < qn < x, n ≥ n0. Pak ale f(y) < f(qn) a tud́ıž, d́ıky
monotonii posloupnosti {f(qn)}, dostaneme

f(y) < f(qn) < lim
n→∞

f(qn) = f(x).

Ostatńı př́ıpady se udělaj́ı analogicky. Protože tedy f je rostoućı, je také prostá a proto existuje
jej́ı inverzńı funkce, kterou označ́ıme

ln : (0,∞)→ R.

Konečně můžeme definovat obecnou mocninu:

yx := ex ln y, x ∈ R, y ∈ (0,∞).

Jakmile dokážeme spojitost ex a ln, spojitost obecné mocniny vyplyne z jej́ı definice a z aritmetiky
limit. Všimněte si, že v definici nepřipoušt́ıme záporné základy, což je v pořádku, protože v́ıme, že
ke správné definici výraz̊u typu (−1)x, x ∈ R \ Z, je potřeba přej́ıt do oboru komplexńıch č́ısel.

Limita (1)

Z nerovnosti (3) plyne an+1 < e < bn−1, tj.(
1 +

1

n+ 1

)n+1

< e <

(
1 +

1

n− 1

)n
, n ∈ N, n > 1. (5)
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Necht’ x ∈ (0, 12 ). Najdu si n ∈ N takové, že

1

n+ 1
< x ≤ 1

n
.

Pokud těmito třemi exponenty umocńım postupně výrazy v (5), nerovnost se zachová a dostanu

1 +
1

n+ 1
< ex < 1 +

1

n− 1
,

tj.
1

n+ 1
< ex − 1 <

1

n− 1
.

Toto byl kĺıčový krok, kde jsem využil, že už v́ım, co znamená ex, x ∈ R, a hlavně, že obecná
exponenciela tak jak jsem ji definoval je rostoućı na R, pokud je jej́ı základ větš́ı než 1. Nyńı si
ověřte, že x ≤ 1

n je ekvivalentńı s
1

n+ 1
≥ x

x+ 1

a x > 1
n+1 je ekvivalentńı s

1

n− 1
<

x

1− 2x
.

Odtud dostávám nerovnost
x

x+ 1
< ex − 1 <

x

1− 2x
,

tj.
1

1 + x
<
ex − 1

x
<

1

1− 2x
, x ∈ (0, 12 ).

Podle věty o limitě sevřené posloupnosti (o 2 strážńıćıch) dostávám

1 = lim
x→0+

1

1 + x
≤ lim
x→0+

ex − 1

x
≤ lim
x→0+

1

1− 2x
= 1,

a tedy

lim
x→0+

ex − 1

x
= 1.

Pro x ∈ (− 1
2 , 0) postupuji analogicky: Zvoĺım n ∈ N, aby − 1

n < x ≤ − 1
1+n , tzn.

1

n+ 1
≤ −x < 1

n
.

Odtud, umocněńım (5) se obrát́ı pořad́ı nerovnost́ı a dostávám

1

1 + 1
n−1

< ex <
1

1 + 1
n+1

a po úpravě

− 1

n
< ex − 1 < − 1

n+ 2
.

Dı́ky volbě n plat́ı x
1+x ≤ −

1
n a − 1

n+2 <
x

1−2x , takže

x

1 + x
< ex − 1 <

x

1− 2x
, x ∈ (− 1

2 , 0)

a po vyděleńı x:
1

1− 2x
<
ex − 1

x
<

1

1 + x
, x ∈ (− 1

2 , 0).

Limitńım přechodem limx→0− pak źıskávám

lim
x→0−

ex − 1

x
= 1.

Protože limity zprava a zleva se rovnaj́ı, limita (1) existuje a rovná se jedné.
Stoj́ı za to si uvědomit, že ex je jediná exponenciálńı funkce, která splňuje (1), tzn. že tato

funkce prot́ıná osu y pod úhlem 45◦. To proto, že

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a lim

x→0

ex ln a − 1

x ln a
= ln a,

kde jsem použil lineárńı substituci y = x ln a (pro složitěǰśı substituce je potřeba ověřit předpoklady
věty o limitě složené funkce).

4



Spojitost ex, lnx

Použit́ım limity (1) dostáváme v libovolném bodě x0 ∈ R, že

lim
x→x0

ex = lim
x→x0

(ex0(ex−x0 − 1) + ex0) = lim
x→x0

(
ex0

ex−x0 − 1

x− x0
(x− x0) + ex0

)
= ex0 lim

x→x0

ex−x0 − 1

x− x0
lim
x→x0

(x− x0) + ex0 = ex0 · 1 · 0 + ex0 = ex0 ,

a tedy ex je spojitá v R. Podle věty o spojitosti inverzńı funkce je i ln spojitá v (0,∞).

Spojitost gon. funkćı a limita (2)

Vyjdeme z klasické definice gon. funkćı pomoćı poměr̊u stran v pravoúhlém trojúhelńıku a z definice
č́ısla π jako obsah kruhu s poloměrem 1. Tato definice udává sinus na (0, π2 ). Pak dodefiujeme
sin 0 := 0, sin π

2 := 1 a
sinx := − sin(−x), x ∈ [−π2 , 0).

Dále, na intervalu (π2 ,
3π
2 ) můžu dodefinovat osově symetricky podle svislé př́ımky procházej́ıćı π2 ,

tzn.
sin(x) := sin(π2 − x), x ∈ (π2 ,

3π
2 ].

T́ım jsem definoval sin na [−π2 ,
3π
2 ] a dále už můžu dodefinovat 2π-periodicky na R. Tak dostanu

funkci sinus s grafem, který znám.
Funkci cos pak definuji např. vztahem

cos(x) := sin(π2 − x), x ∈ R.

Dále můžeme definovat tan, cot apod. Pro takto definované goniometrické funkce plat́ı všechny
gon. identity, které znáte.

Když si nakresĺıte úhel x radián̊u v jednotkové kružnici a porovnáte obsahy vnitřńıho trojúhelńıka,
výseče a vněǰśıho trojúhelńıka, obdrž́ıte2 nerovnost

sinx

2
<

x

2π
· π < tanx

2
, x ∈ (0, π2 ),

což je
sinx < x < tanx, x ∈ (0, π2 ). (6)

Odtud, protože funkce sin a x jsou liché, plyne

| sinx| ≤ |x|, x ∈ (−π2 ,
π
2 )

(v př́ıpadě pochybnost́ı si udělejte obrázek).
Necht’ ε > 0. Pak, zvoĺım-li δ := ε, plat́ı

| sinx− sin 0| = | sinx| ≤ |x| < ε ∀x ∈ (−δ, δ).

T́ım je dokázána spojitost sinu v nule, tj., že

lim
x→0

sinx = sin 0 = 0.

Pro kosinus využiji identitu

cosx =
√

1− sin2 x, x ∈ [−π2 ,
π
2 ],

spojitost odmocniny (ta plyne z toho co je výše a z
√
y = e

1
2 ln y), aritmetiku limit a spojitost sinu

v 0. Tak dostanu

lim
x→0

cosx = lim
x→0

√
1− sin2 x =

√
1− ( lim

x→0
sinx)2 = 1 = cos 0,

2Zde ovšem využ́ıvám toho, že umı́te spoč́ıtat obsah kruhu, což neńı až tak triviálńı, jak by se mohlo zdát. Aby
to bylo úplně korektńı, potřebovali bychom určitý integrál.
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takže i kosinus je spojitý v 0.
Pro libovolný bod x0 ∈ R pak podle součtových vzorc̊u a spojitosti sin, cos v 0 máme

lim
x→x0

sinx = lim
x→x0

sin(x0 + (x− x0)) = lim
x→x0

(sinx0 cos(x− x0) + sin(x− x0) cosx0)

= sinx0 lim
h→0

cosh+ cosx0 lim
h→0

sinh = sinx0,

kde jsem použil jednoduchou substituci h = x − x0 (rozmyslete si, co taková substituce udělá v
definici limity). To znamená, že sin je spojitá funkce v R. Spojitost kosinu můžu udělat analogicky
a pak také snadno odvodit spojitost tangensu (tam, kde je definovaný) atd.

Pokud nerovnost (6) vyděĺım nenulovým č́ıslem sinx, dostanu

1 <
x

sinx
<

1

cosx
, x ∈ (0, π2 ).

Odtud, aplikováńım limity limx→0+ a použit́ım věty o dvou strážńıćıch dostanu

1 ≤ lim
x→0+

x

sinx
≤ lim
x→0

1

cosx
= 1.

Protože x/ sinx je sudá funkce, plat́ı také

lim
x→0−

x

sinx
= 1,

takže
lim
x→0

x

sinx
= 1.

Z aritmetiky limit pak konečně plyne (2).

Poznámka na konec

Až budete umět Taylorovy řady, tak všechno, co je tady odvozeno dostanete okamžitě, protože
pro sinus a exponencielu (a daľśı funkce) použijete jinou definici a pomoćı obecných vět odvod́ıte
všechny vlastnosti, které maj́ı ex a sin mı́t. Tato definice však neńı v̊ubec intuitivńı. Na druhou
stranu, v tomto textu jsme si vystačili pouze s relativně elementárńımi pojmy (až na obsah kruhu).
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