Uvod

V tomto textu rozepiSu cviceni 25.10. podrobnéji. Text berte spis jako pro zajimavost, nebo k
doplnéni prednasky. Pokud nakonec vSechno, co tu je napsano pochopite, mate jistotu, ze dobfe
rozumite pojmu limita.

Pomoci véty o aritmetice limit muzeme pocitat limity typu

. P(x)
2% Qlay

wevs

e’ —1
li =1. 1
a .
lim SR _ @)
x—0 X

Ve skutec¢nosti, tyto informace, jejich jednoduché dusledky a dostateéna pocetni praxe vam postaci
k vypoctu vsech limit (z funkci), se kterymi se béhem studia potkate. Nicméné pro urcité limity
jako napft.
. e +sinx +cosx — 2z — 2 1
lim = __
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bude vyhodnéjsi pouzit silngjsi ndstroje (jako L’Hospitalovo pravidlo nebo Taylorovy tady), které
se naucite pozdéji. Nékdo by mohl namitnout, ze limity (1) a (2) jsou dusledky préavé L’Hospitalova
pravidla (které neni az tak tézké si odvodit). To by byla pravda, pokud byste uméli dokazat, co je
derivace sinu a exponenciely. To oviem vede zpétky na limity (1) a (2), nebot (1) nebo (2) pfesné
znamena, ze derivace exponenciely nebo sinu v bodé 0 je 1.

Co je to e?

Cislo e se objevuje v mnoha matematickych vzorcich, takze se nabizi mnoho moznosti jak ho defino-
vat. Pouzijeme vzorec, ke kterému staci pouze znalost limity posloupnosti a ze kterého je pomérné
snadné odvodit vSechny vlastnosti, které e ma mit (ve skutecnosti, jedind dulezitd vlastnost je
prave (1)).

Ptipomenme, ze Bernoulliho nerovnost plati ve tvaru

1+2)">1+nz, x€[-2,00), neN

(viz druhé cviceni, indukee).

Necht
1 n 1 n+1
ay, = <1 + > and b, = <1 + > .
n n

Posloupnost a,, je rostouci, nebot pomoci Bernoulliho nerovnosti dostaneme
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pro vsechny n € N. Podobné muzeme ukézat, ze b, je klesajici (bylo na cvicenf). Zaroven je
evidentni, ze

anp < b, VneN,

takze také plati napf.
algan<bn§bl, Vn € N.

To znamena, ze posloupnosti a,, a b, jsou omezené. Z toho uz plyne, ze limity posloupnosti a,, a
by, existuji (a jsou konecné) a plati

lim a, =supa, € R, lim b, = inf b, € R.
n—oo neN n— o0 neN



Ovéfim to napf. pro b, (a, bylo na cviceni). Chci ovéiit existenci limity, tj. necht ¢ > 0. Z
definice infima plyne, Ze existuje index ng € N (resp. existuje prvek b,,) tak, ze

bp, < inf b, +e¢.
neN
Odtud, protoze b, je klesajici, dostavam

b < inf b, + ¢ Vk > nyg.
neN

To je ekvivalentni s
|br, — inf b,| <& Vk > ng,
neN

nebot infimum je dolni mez a vyraz v absolutni hodnoté je kladny. To je ale pfesné definice limity
limg o0 b = inf,enb,. Pozndmka: analogické tvrzeni plati i pro limity funkei: je-li f rostouci
(nebo aspon neklesajici) na néjakém levém okoli (zg — §, 2o) bodu xg, pak

lim f(x) = sup{f(a); @ € (x0 — 6, 20)}.

T—rT0o

Je-li navic f omezend v tomto (nebo mensim) okoli, pak ta limita i supremum jsou konecéné.
Podobné zprava a také pro klesajici (nerostouci) funkce.
Oveéril jsem tedy, ze Cisla

e;:= lim a, a e3:= lim b,.
n—oo n— o0

jsou témi limitami dobfe definovana. Navic, podle aritmetiky limit plati

n—roo n—oo n—oo

1
es = lim b, = lim (1+n) lim a, = ey,

takze konecné definuji
1 n
e:=e; = lim <1+> .
n—oo n
Jako dusledek piedchoziho dostdvam nerovnost
anp <e<b, VYm,neN, (3)

kterou vyuziju nize.

Jak umocnovat na iracionalni exponent?

Nez piejdeme k dukazu (1), musime si ujasnit, co vibec znamend vyraz e*, z € R. Uvédomte si,
ze jedind mocnina, kterou pomoci stfedoskolskych znalosti umite spocitat je
we = VwP, weR, peZ, qeN
a to jeSté stézi, protoze pro g > 1 to zahrnuje pouziti jisté inverzni funkce (odmocnina). Co ale
délat, kdyz exponent neni racionalni ¢islo? Jak napf. spoctu eﬁ, nebo jen 2v27
Zaméime se nyni na funkci

fla)=e" = ¥er, =€,

definice v8ech ostatnich mocnin nakonec pfirozené vyplyne z definice f. Funkci f tedy umime
definovat (pocitat) ve vSech raciondlnich bodech a chceme ji dodefinovat i v bodech iracionalnich. To
se d4 ve skuteénosti udélat mnoha zpisoby! (méjte na paméti jak vypada Dirichletova, Riemannova
funkce apod.), ale my budeme navic pozadovat, aby vyslednd funkce byla spojita. To z toho duvodu,
aby byla Sance, ze plat{ napf. zndmy vztah (e”) = e*, z € R, (nutnou podminkou existence derivace
je spojitost). Nechf tedy = € R je néjaky iraciondlni bod. Z vlastnosti realnych ¢&isel vime, Ze pro

IPokud piedpokldddme, ze plati axiom vybéru. Na pFednaskéch na matfyzu se tento axiom pfedpoklada vzdycky
a jinde vétsinou taky.



kazdé £ > 0 existuje ¢ € Q tak, ze |z — ¢q| < €. Volime-li ¢ := %, n € N, dostaneme posloupnost
{gn}52; C Q, splnujici

lim g, = x.

n—oo
Navic posloupnost g, muzeme jisté zvolit tak, aby byla rostouci (muzete si napi. predstavit ze
priddvame jednotlivé cifry z desetinného rozvoje z, nebo ze misto {g,}, vezmu {infy>, qi}n,
ktera je vzdy neklesajici). Protoze i funkce f je rostouci v Q (rozmyslete si - pfeved'te mocniny
na spolecného jmenovatele), posloupnost {f(g.)} je také rostouci. Navic je shora omezend napf.
¢islem f([x]+1), kde [ ] znaéf celou hodnotu. Tudiz, podle tvrzen{ dokdzaného vyse existuje koneéna
limita lim,, o f(¢n) a funkei f muzeme dodefinovat jako

f@) = lim f(g), ©E€R\Q (4)

Musime jesté ovéfit, ze tato definice nezdvisi na tom, jakou rostouci posloupnost {g,} pouzijeme v
(4). Necht {p,} a {gn} jsou dvé takové posloupnosti konvergujici k x € R\ Q. Vime uz, Ze existuji
limity K := lim,_o pp, L := lim,_o g, a potiebujeme ukdzat, Ze jsou stejné. Bud ¢ > 0. Z
definice limity obdrzime ng € N tak, ze plati f(pn,) > K — €. Protoze p,, < = a lim,_, o g, = =,
existuje mo € N tak, ze p,, < ¢m,. Pak ale, diky vlastnostem f na Q, plati

K —& < f(pny) < fgm,) < L.

Jelikoz € > 0 bylo libovolné, dostdvame K < L. Protoze obrdcenou nerovnost muzeme dokdazat
naprosto analogicky, plati K = L.

Méme tedy definovany vyraz e* pro viechny x € R. Definice uvedend vyse (tj. ”zespojiténi”)
je vyhodna v tom, ze muzeme s e* pracovat jak jsme zvykli i v iraciondlnich bodech. Pokud totiz
{z,} a {yn} jsou rostouci poslupnosti racionélnich ¢isel konvergujici k iraciondlnim ¢islim z a y,
pak {p, + qn} je rostouci s limitou x + y a

e“e? = lim e lim e% = lim (ePre?) = lim ePrtin = ™Y,
n—oo n—oo n—oo n—oo
diky aritmetice limit. V dalsich sekcich ovéiime, Ze takto definovand exponenciela je spojitd a
spliiuje (1).

Pomoci e* muzeme zavést i ostatni mocninné a exponencialni funkce. Nejdiive ale ovéiime
klicovou vlastnost exponenciely, totiz ze e* : R — (0, 00) je rostouci (zatim to vime pouze pro ra-
cionalni argumenty): Bud’ y < . Nechf napf. y je raciondln{ a x iraciondlni. ProtoZe ¢, konverguje
zleva k z, od urcitého ng bude platit y < ¢, < x, n > ng. Pak ale f(y) < f(gn) a tudiz, diky
monotonii posloupnosti {f(g,)}, dostaneme

fly) < flan) < lim flgn) = f()-

Ostatni pripady se udélaji analogicky. Protoze tedy f je rostouci, je také prosta a proto existuje
jejl inverzni funkce, kterou oznacime

In: (0,00) = R.
Konetné muzeme definovat obecnou mocninu:
Yy =Y zeR, ye(0,00).
Jakmile dokazeme spojitost e a In, spojitost obecné mocniny vyplyne z jeji definice a z aritmetiky

limit. Vsimnéte si, ze v definici neptipoustime zdporné zaklady, coz je v poradku, protoze vime, ze
ke spravné definici vyrazu typu (—1)%, x € R\ Z, je potieba ptejit do oboru komplexnich ¢isel.

Limita (1)

Z nerovnosti (3) plyne a,4+1 < € < by_1, tj.

1 n+1 1 n
1+ <e< |14 , neN, n>1. (5)
n+1 n—1




Necht z € (0, 3). Najdu si n € N takové, ze

1
<xr< —.
n+1 n
Pokud témito tfemi exponenty umocnim postupné vyrazy v (5), nerovnost se zachové a dostanu
1 1
14— <ef <14 ——,
n+1 n—1
tj.
1
<e—-1< ——.
n+1 n—1

Toto byl klicovy krok, kde jsem vyuzil, ze uz vim, co znamend e*, x € R, a hlavné, ze obecna
exponenciela tak jak jsem ji definoval je rostouci na R, pokud je jeji zdklad vétsi nez 1. Nyni si
ovéite, ze x < 4 je ekvivalentni s

n

1 z
>
n+1 - z+1
ax> n%rl je ekvivalentni s
1 x

< .
n—1 1—2x
Odtud dostdvdm nerovnost

X
<e—-1< ,
c+1 ¢ 1— 22

tj.
1 < e’ —1 <

1+ T 1—2z’

Podle véty o limité seviené posloupnosti (o 2 strdznicich) dostdvam

z € (0,3).

r— 1
1= lim < lim < lim =1,
z—=0+ 14+2 = 2—0+ z—=0+ 1 — 22
a tedy
T -1
lim & ~ 1
x—0+ xX
Pro z € (—%,O) postupuji analogicky: Zvolim n € N, aby —% <x< —ﬁ, tzn.
L <
< =
n+1—
Odtud, umocnénim (5) se obrati{ poradi nerovnosti a dostdvam
1 1
— << —F
a po upravé
1 . 1
——<ef 1< - .
n n+ 2
Diky volbé n plati {7 < —% a _%H < 17555, takze
T
<ef-1< , xze (=210
1+x 1—2z (=2,0)
a po vydéleni x:
1 e —1 1 .
< < , *€(—5,0
1—2z x 1+ (=3,0)

Limitnim pfechodem lim, _,o_ pak ziskdvam

. et —1
lim
z—0— xT

=1

Protoze limity zprava a zleva se rovnaji, limita (1) existuje a rovnd se jedné.
Stoji za to si uvédomit, ze e* je jedind exponencialni funkce, ktera spliiuje (1), tzn. ze tato
funkce protina osu y pod thlem 45°. To proto, ze
a® —1 e Ina __ 1
lim =Inalim —— =Ina,
=0 T z—0 xlna

véty o limité slozené funkce).



Spojitost e*, Inx

Pouzitim limity (1) dostdvdme v libovolném bodé x¢ € R, ze

Tr—To __ 1
. . _ ) e
lim e = lim (e (7% — 1) +¢e") = lim (emo(x —x9) + ex())
T—T0 T—x0 T—To r — X
T—x0
. € - .
=" lim — lim (x —xg) + €™ =€ - 1-0+4 " =€,

Tr—xT0 xr — ,CL'O Tr—xo

a tedy e” je spojitd v R. Podle véty o spojitosti inverzni funkce je i In spojitd v (0, 00).

Spojitost gon. funkci a limita (2)

Vyjdeme z klasické definice gon. funkci pomoci poméru stran v pravoihlém trojihelniku a z definice
¢isla m jako obsah kruhu s polomérem 1. Tato definice udava sinus na (0, §). Pak dodefiujeme
sin0:=0,sing :=1a

sinz := —sin(—z), z€[-%,0).

Déle, na intervalu (%, 37“) muzu dodefinovat osové symetricky podle svislé piimky prochézejici 7,

tzn.

sin(z) :=sin(% —z), =z € (3,3
Tim jsem definoval sin na [—%, 3] a déle uz mizu dodefinovat 27-periodicky na R. Tak dostanu

funkci sinus s grafem, ktery znam.
Funkci cos pak definuji napft. vztahem

cos(z) :=sin(§ —x), z€R.
Déle muzeme definovat tan, cot apod. Pro takto definované goniometrické funkce plati vsechny
gon. identity, které znate.
Kdyz si nakreslite ihel x radianu v jednotkové kruznici a porovnéte obsahy vnitiniho trojihelnika,
vysede a vnéjstho trojihelnika, obdrzite? nerovnost

sinx T tanz
i 0.=
9 < o ™ 5 ‘TE( 72)7
coz je
sinz <z <tanz, z€(0,%). (6)

Odtud, protoze funkce sin a = jsou liché, plyne
|sinz| < |z|, ze(=F,%)

(v piipadé pochybnosti{ si udélejte obrizek).
Necht ¢ > 0. Pak, zvolim-li 6 := ¢, plati

|sinz —sin0| = |sinz| < |z| <e V€ (=6,0).
Tim je dokazana spojitost sinu v nule, tj., ze
lim sinz = sin0 = 0.

x—0

Pro kosinus vyuziji identitu
cosxz =V1—sin?z, ze [-%,

spojitost odmocniny (ta plyne z toho co je vyse a z \/y = e29) aritmetiku limit a spojitost sinu
v 0. Tak dostanu

I,

NIE]

lim cosz = lim V1 —sin®x =, /1 — (lim sinz)? = 1 = cos0,
z—0 z—0 z—0

2Zde ovsem vyuzivam toho, Ze umite spocitat obsah kruhu, coz nenf az tak trividlni, jak by se mohlo zdat. Aby
to bylo dplné korektni, potfebovali bychom urcity integral.



takze i kosinus je spojity v O.
Pro libovolny bod xy € R pak podle souc¢tovych vzorcu a spojitosti sin, cos v 0 mame

lim sinz = lim sin(zg + (x — xg)) = lim (sinzg cos(x — xg) + sin(z — xg) cos xg)
Tr—To Tr—To rT—rT0o

= sinxg lim cos h 4+ cos zg lim sin A = sin xg,
h—0 h—0

kde jsem pouzil jednoduchou substituci h = x — xy (rozmyslete si, co takovéd substituce udéld v
definici limity). To znamen4, Ze sin je spojitd funkce v R. Spojitost kosinu muzu udélat analogicky
a pak také snadno odvodit spojitost tangensu (tam, kde je definovany) atd.
Pokud nerovnost (6) vydélim nenulovym ¢islem sin z, dostanu
x 1
1< <

sinx  cosz’
Odtud, aplikovdnim limity lim,_,o4 a pouzitim véty o dvou straznicich dostanu

. x . 1
1< lim — < lim
z—0+ sinx — z—0 cosx

=1.
Protoze z/sinx je sudd funkce, plat{ také

lim —
rz—0— SInx

=1,

takze
lim — =1.
z—0 sin x

Z aritmetiky limit pak konec¢né plyne (2).

Poznamka na konec

A7 budete umét Taylorovy fady, tak vSechno, co je tady odvozeno dostanete okamzité, protoze
pro sinus a exponencielu (a dals{ funkce) pouzijete jinou definici a pomoci obecnych vét odvodite
vSechny vlastnosti, které maji e* a sin mit. Tato definice vSak neni vubec intuitivni. Na druhou
stranu, v tomto textu jsme si vystacili pouze s relativné elementdrnimi pojmy (az na obsah kruhu).



